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Résumé

J’établis quelques liens entre les trois maniéres de mesurer le p-rang
d’un groupe a dimension, et réfute un théoréme de Burdges et Cherlin.

Les groupes de rang de Morley fini sont des analogues abstraits des groupes
algébriques ; comme eux ils portent une dimension propre & divers calculs de gé-
néricité. Ces objets ne sont pas d’origine géométrique, et pourtant de nombreux
travaux affirment les liens entre groupes algébriques et groupes de rang de Mor-
ley fini. Le lecteur pourra donc considérer ce qui suit comme quelques propriétés
naives des groupes algébriques, obtenues par des méthodes élémentaires.

Un groupe de rang de Morley fini est connezxe s’il ne posséde pas de sous-
groupe propre définissable d’indice fini. On note H° la composante connexe d’un
sous-groupe définissable H, c’est-a-dire son plus petit sous-groupe définissable
connexe d’indice fini. On peut étendre ce concept au cas ot H n’est pas définis-
sable : H est inclus dans un plus petit sous-groupe définissable noté d(H), dont
on prend la composante connexe d(H)®, et ’on pose H® = HNd(H)°.

Un groupe de rang de Morley fini est UpL s’il ne contient pas de p-sous-
groupe abélien élémentaire de p-rang (au sens algébrique) infini. Un groupe
UpL conjugue ses p-sous-groupes de Sylow [2], qui sont par définition ses p-
sous-groupes maximaux; on sait méme que ceux-ci sont extension finie d’une
puissance du p-groupe quasi-cyclique de Priifer Z,~. Donc si S est un p-sous-
groupe de Sylow d’un groupe Uy , alors S° ~ Zf.. pour un entier d.

Etant donné un groupe Upl, nous pouvons mesurer son p-sous-groupe de
Sylow d’au moins trois fagons. Nous pouvons considérer son p-rang de Priifer
Pr,(G), qui est le nombre de facteurs Z,~ dans un sous-groupe de Sylow. Nous
pouvons aussi estimer son p-rang normal n,(G), qui est le rang maximal d’un p-
groupe abélien élémentaire distingué dans un p-sous-groupe de Sylow. Enfin nous
pouvons calculer simplement son p-rang m,(G), qui est le p-rang maximal d’un
p-groupe abélien élémentaire. Ces trois nombres sont bien définis par conjugaison
des p-sous-groupes de Sylow, et 'on a my,(G) > n,p(G) > Pry(G).

1 Lerangn

Lemme 1. Si G est un groupe connezxe U]j-, alors ny(G) = Pry(G).



Démonstration. Soient S un p-sous-groupe de Sylow de G, V' < S un sous-
groupe distingué, et a € V. Comme V est distingué, o C V qui est fini; par
connexité, o centralise S°. Donc o € Cg(S°) = S° d’apreés [2]. Ainsi V < §°. O

2 Le rang m

Lemme 2. Si G est un groupe connexe Uy, alors my(G) < Pr,(G) + LP;%(lG)J.
Démonstration. Par commodité, nous noterons m = my,(G) et d = Pr,(G).
Soit V un p-groupe abélien élémentaire ; soit S > V un p-sous-groupe de Sylow le
contenant. Ecrivons V = A®W o A < S° et WNS° = 1. Il est clair querg A <
d; on s'intéresse arg W. Comme Cs(S°) = S°, W agit fidélement sur S° ~ Z2.. ;
puisque la prise du groupe d’automorphismes change la limite inductive en limite
projective, W est un sous-groupe fini de GL4(Z,) < GL4(Q)).

Décomposons E = Qg en la somme d’espaces irréductibles &;4; @ &, B;, &
la maniére de Maschke; les A; sont les droites W-triviales. Chaque End B; est
un corps gauche d’aprés le Lemme de Schur, donc I'image de W dans End B; est
cyclique, et le noyau de la restriction & B; est d’indice p. Comme Cy (E) = 1,
il suit que rg W est inférieur au nombre de B;.

Or ces espaces sont de dimension p — 1. En effet, le polyndme minimal d’un
automorphisme de B; d’ordre p doit diviser X? —1 = (X —1)(XP~ '+ 4+ X +
1) ; le second facteur est irréductible sur Z d’apres le critére d’Eisenstein, d’ou
dim B; > p—1. Donc il y a au plus ﬁ espaces Bj, et rg W < LI%J- O

3 Sous-groupes maximaux

Burdges et Cherlin avancérent dans [1] la thése suivante.

Thése ([1, Théoréme 1.2]). Let G be a connected group of finite Morley rank
and p* type with myp(G) > 3. Then any mazimal elementary abelian p-subgroup
V < G has p-rank at least 3.

Contre-exemple. Considérons dans PSL5(C) I’élément naturellement associé
au 5-cycle o = (12345). Le centralisateur de o dans le tore T est d’ordre 5 ; soit
a € Cr(o)#. Alors C(a) = T x {(o); on voit que C(a,0) = (a,0), et que ce
groupe ne saurait s’étendre en un 5-groupe abélien élémentaire de rang 3.

Je laisse au lecteur le soin d’identifier out péche ’argument de mes confréres ;
il verra pour son plaisir qu’un contre-exemple satisfait toujours p — 1 | Pr,(G).
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