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Â ñòàòüå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äï-ìèíèìàëüíûå òåîðèè ÿâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííî ñòàáèëüíûìè.

1. Ââåäåíèå.

ÏóñòüM = (M,<, . . . ) � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííàÿ ñòðóêòóðà, à A è B � ïîäìíîæåñòâà äëÿ
M . Êàê îáû÷íî, áóäåì ïèñàòü A < B, åñëè a < b äëÿ ëþáûõ a ∈ A è b ∈ B. Ðàçáèåíèå 〈C,D〉
ìíîæåñòâàM íàçûâàåòñÿ ñå÷åíèåì, åñëè C < D. Åñëè äàíî ñå÷åíèå 〈C,D〉, òî ìîæíî ïîñòðîèòü
÷àñòè÷íûé òèï {c < x < d : c ∈ C, d ∈ D}, êîòîðûé òàê æå áóäåì íàçûâàòü ñå÷åíèåì è áóäåì
îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì s〈C,D〉.

Ïîâñþäó â ñòàòüå ïîä òåîðèåé áóäåì ïîíèìàòü ïîëíóþ òåîðèþ ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî
ïîðÿäêà.

Ïóñòü T � òåîðèÿ ÿçûêà L, à ϕ(x̄, ȳ) � íåêîòîðàÿ ôîðìóëà. Ïðî ôîðìóëó ϕ ãîâîðÿò, ÷òî
îíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåçàâèñèìîñòè (îòíîñèòåëüíî T ), åñëè äëÿ ëþáîãî n < ω ñóùåñòâóåò
ìîäåëüM |= T è äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (āi : i < n) è (b̄J : J ⊆ n) âM , òàêèå ÷òîM |= ϕ(āi, b̄J)
â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà i ∈ J . Òåîðèÿ T îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåçàâèñèìîñòè, åñëè
íåêîòîðàÿ ôîðìóëà îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåçàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíî T .

Ïóñòü q � ÷àñòè÷íûé n-òèï, A � ìíîæåñòâî. Òîãäà

Snq (A) , {p ∈ Sn(A) : p ∪ q ñîâìåñòíî}

Çàìåòèì, ÷òî q ìîæåò è íå áûòü ÷àñòè÷íûì òèïîì íàä ìíîæåñòâîì A.

Îïð å ä å ë å í è å 1 (Á. Áàéæàíîâ, Â. Âåðáîâñêèé [4])

1. Ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííàÿ ñòðóêòóðà M íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííî ñòàáèëüíîé â λ, åñëè
äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊆M ìîùíîñòè íå áîëüøå λ è äëÿ ëþáîãî ñå÷åíèÿ s = s〈C,D〉
âM ñóùåñòâóåò ñàìîå áîëüøåå λ 1-òèïîâ íàä A, êîòîðûå ñîâìåñòíû ñ ñå÷åíèåì s, òî
åñòü |S1

s (A)| ≤ λ.

2. Òåîðèÿ T íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííî ñòàáèëüíîé â λ, åñëè êàæäàÿ åå ìîäåëü òàêîâà. Èíî-

ãäà áóäåì ïèñàòü, ÷òî T óïîðÿäî÷åííî λ-ñòàáèëüíà.

3. Òåîðèÿ T íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííî ñòàáèëüíîé, åñëè ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë

λ â êîòîðîì òåîðèÿ T óïîðÿäî÷åííî ñòàáèëüíà.
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4. Òåîðèÿ T óïîðÿäî÷åííî ñóïåðñòàáèëüíà, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé êàðäèíàë λ, ÷òî òåîðèÿ
T óïîðÿäî÷åííî ñòàáèëüíà âî âñåõ µ ≥ λ.

Îïð å ä å ë å í è å 2 Ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííàÿ ñòðóêòóðà M = (M,<, . . . ) îáëàäàåò ñâîé-

ñòâîì ñòðîãîãî ïîðÿäêà âíóòðè ñå÷åíèÿ, åñëè ñóùåñòâóåò ôîðìóëà φ(x, ȳ), òàêàÿ ÷òî äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóùåñòâóþò êîðòåæû ā1, . . . , ān è ñå÷åíèå sn = s〈Cn,Dn〉 â M,
òàêèå ÷òî â íåêîòîðîì |M |+-íàñûùåííîì ýëåìåíòàðíîì ðàñøèðåíèè N ìîäåëèM èìååò ìåñòî
ñëåäóþùåå:

φ(N , ā1) ∩ sn(N ) ⊂ φ(N , ā2) ∩ sn(N ) ⊂ · · · ⊂ φ(N , ān) ∩ sn(N )

Òåîðèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñòðîãîãî ïîðÿäêà âíóòðè ñå÷åíèÿ, åñëè íåêîòîðàÿ åå ìîäåëü îá-
ëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì.

Òå î ð åì à 1 [6] Ïóñòü ÿçûê L ñîäåðæèò ñèìâîë ½<�, à òåîðèÿ T ÿçûêà L ñîäåðæèò

àêñèîìû ëèíåéíîãî ïîðÿäêà äëÿ ïðåäèêàòà x < y. Òåîðèÿ T óïîðÿäî÷åííî ñòàáèëüíà â òîì

è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà íå îáëàäàåò íè ñâîéñòâîì íåçàâèñèìîñòè, íè ñâîéñòâîì

ñòðîãîãî ïîðÿäêà âíóòðè ñå÷åíèÿ.

Îïð å ä å ë å í è å 3 (Øåëàõ) 1. Ïàòòåðíîì íåçàâèñèìîãî ðàçáèåíèÿ äëèíû κ íàçû-

âàåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð 〈(ϕα(x̄; ȳα), kα) : α < κ〉 ôîðìóë è íàòóðàëü-

íûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà
(
b̄αi : α < κ, i < ω

)
êîðòåæåé b̄αi ,

÷òî ñòðîêà {ϕα(x̄; b̄αi ) : i < ω} ÿâëÿåòñÿ kα-íåñîâìåñòíîé äëÿ ëþáîãî α < κ, íî ïóòü

{ϕα(x̄; b̄αη(α)) : α < κ} ñîâìåñòåí ïðè ëþáîé η ∈ ωκ.

2. Òåîðèÿ T íàçûâàåòñÿ ïíð-ìèíèìàëüíîé, åñëè íå ñóùåñòâóåò ïàòòåðíà íåçàâèñèìîãî

ðàçáèåíèÿ äëèíû 2 äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé x, òî åñòü äëÿ ôîðìóë âèäà

ϕ(x; ȳ).

Îïð å ä å ë å í è å 4 [3] Òåîðèÿ íàçûâàåòñÿ äï-ìèíèìàëüíîé, åñëè îíà ïíð-ìèíèìàëüíà è
íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåçàâèñèìîñòè.

Íåêîòîðûå ñâîéñòâà äï-ìèíèìàëüíûõ òåîðèé ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [2, 3]. Çàìåòèì, ÷òî
ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíûõ àðãóìåíòîâ Åðäîøà-Ðàäî, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈b̄αi : i < ω〉 ÿâëÿåòñÿ íåðàçëè÷èìîé íàä ìíîæåñòâîì

îñòàëüíûõ êîðòåæåé: {b̄βi : β 6= α, i < ω}. Íåêîòîðûå äåòàëè, êàñàþùèåñÿ ýòîãî âîïðîñà ìîæíî
íàéòè â [1]. Åñëè æå ìû ðàáîòàåì â óïîðÿäî÷åííûõ ñòðóêòóðàõ, êàê â äàííîé ñòàòüå, òî ìîæíî
ïðåäïîëîæèòü òàêæå, ÷òî êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈b̄αi : i < ω〉 ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé.

Ëåììà 1 Ïóñòü M � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííàÿ ñòðóêòóðà, ÷üÿ ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ

ÿâëÿåòñÿ ïíð-ìèíèìàëüíîé. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ(x, ȳ) ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî

n = nϕ, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî ñå÷åíèÿ s = s〈C,D〉 ñòðóêòóðû M ÷èñëî êîðòåæåé ā1, . . . , āk,
òàêèõ ÷òî s(x) ∪ {ϕ(x, āi)} ñîâìåñòíî äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , k è ÷òî s(x) ` ¬∃x(ϕ(x, āi) ∧
ϕ(x, āj)) äëÿ ëþáûõ 1 ≤ i < j ≤ k, íå ïðåâûøàåò ÷èñëà n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóùåñòâó-
åò ñå÷åíèå sn(x) è êîðòåæè ān1 , . . . , ā

n
kn
, òàêèå ÷òî kn ≥ n è s(x) ∪ {ϕ(x, āni )} ñîâìåñòíî äëÿ

êàæäîãî i = 1, . . . , kn è ÷òî s(x) ` ¬∃x(ϕ(x, āni )∧ϕ(x, ānj )) äëÿ ëþáûõ 1 ≤ i < j ≤ kn. Îáîãàòèì
ÿçûê ñòðóêòóðûM, äîáàâèâ â íåãî ïðåäèêàòû P (x) è R(x, y), êîòîðûå ïðîèíòåðïðåòèðóåì ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Îòíîøåíèå P (M) � íåêîòîðîå ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà M , áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî îíî ðåàëèçóåòñÿ ìíîæåñòâîì {bn : n < ω}, à äëÿ êàæäîãî bn ∈ P (M) îòíîøåíèå
R(M, bn) = Cn, ãäå s〈Cn,Dn〉 � ýòî ñå÷åíèå sn. Äëÿ ýëåìåíòîâ c 6∈ P (M) îòíîøåíèå R(M, c)
ïóñòî. Òàêèì îáðàçîì, â íîâîì ÿçûêå ìíîæåñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ ñå÷åíèé sn ðàâíîìåðíî ôîð-
ìóëüíî.
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Òîãäà â îáîãàùåííîì ÿçûêå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî ôîðìóë, êîòîðîå â ñèëó
íàøèõ ïðåäïîñûëîê, áóäåò ëîêàëüíî ñîâìåñòíûì:

p(x̄n : n < ω; y) := {P (y)} ∪
∪ {∀u, v(R(u, y) ∧ ¬R(v, y)→ ∃t[ϕ(t, x̄n) ∧ u < t < v]) : n < ω} ∪
∪ {∃u, v(R(u, y) ∧ ¬R(v, y) ∧ ¬∃t(ϕ(t, x̄n) ∧ ϕ(t, x̄k) ∧ u < t < v)) :

0 ≤ n < k < ω}

Ñóùåñòâóåò ℵ1-íàñûùåííîå ýëåìåíòàðíîå ðàñøèðåíèå N+ ìîäåëèM+ â íîâîì ÿçûêå, ðåà-
ëèçóþùåå òèï p(x̄n : n < ω; y). Ðàññìîòðèì îáåäíåíèå N ïîëó÷åííîé ìîäåëè äî èñõîäíîãî ÿçû-
êà. Â ýòîé ìîäåëè åñòü ñå÷åíèå s = s〈C,D〉 è êîðòåæû b̄i, ãäå i < ω, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëå-
äóþùåìó ñâîéñòâó: s(x)∪{ϕ(x, b̄i)} ñîâìåñòíî äëÿ êàæäîãî i < ω è s(x) ` ¬∃x(ϕ(x, b̄i)∧ϕ(x, b̄j))
äëÿ ëþáûõ 0 ≤ i < j < ω. Òàê êàê ôîðìóëà ϕ(x, b̄j) ñîâìåñòíà ñ ñå÷åíèåì s, îíà ðåàëèçóåòñÿ
ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà C èëè ñêîëü óãîäíî ìàëûìè èç ìíîæåñòâàD.
Òàê êàê ðàññìàòðèâàåìîå ìíîæåñòâî ôîðìóë áåñêîíå÷íî, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî âñå ýòè ôîðìóëû ðåàëèçóþòñÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà C.

Òàê êàê ìîäåëü N äîñòàòî÷íî íàñûùåííà, ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû γ ∈ C è δ ∈ D, òàêèå ÷òî
ìíîæåñòâî ôîðìóë {ϕ(x, b̄n) ∧ γ < x < δ : n < ω} ïîïàðíî íåñîâìåñòíî.

Ïóñòü ýëåìåíòû c1n ∈ C ðåàëèçóþò ôîðìóëû ϕ(x, b̄n) ∧ x > γ. Ïîñêîëüêó ìîäåëü N äîñòà-
òî÷íî íàñûùåííà, ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû d0 è d1 èç C, òàêèå ÷òî

d0 < inf{c1n : n < ω} ≤ sup{c1n : n < ω} < d1

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíò dk óæå íàéäåí. Ïóñòü ýëåìåíòû ck+1
n ∈ C ðåàëèçóþò ôîðìóëû

ϕ(x, b̄n) ∧ x > dk. Ïîñêîëüêó ìîäåëü N äîñòàòî÷íî íàñûùåííà, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò dk+1 èç C,
òàêîé ÷òî

dk < inf{ck+1
n : n < ω} ≤ sup{ck+1

n : n < ω} < dk+1

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëè, ÷òî è ìíîæåñòâî ôîðìóë {ϕ(x, b̄n) : n < ω} è ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ
{dn < x < dn+1 : n < ω} ïîïàðíî íåñîâìåñòíû, íî êàæäàÿ ôîðìóëà èç ïåðâîãî ìíîæåñòâà
ñîâìåñòíà ñ êàæäîé ôîðìóëîé èç âòîðîãî. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ïàòòåðí íåçàâèñèìîãî
ðàçáèåíèÿ äëèíû 2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èñõîäíûì ïîñûëêàì. �

Òå î ð åì à 2 Åñëè ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé ñòðóêòóðû ÿâëÿåòñÿ

äï-ìèíèìàëüíîé, òî îíà ÿâëÿåòñÿ è óïîðÿäî÷åííî ñòàáèëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðèÿ T ÿâëÿåòñÿ äï-ìèíèìàëüíîé, íî íå ÿâëÿåòñÿ ïðè
ýòîì óïîðÿäî÷åííî ñòàáèëüíîé. Òàê êàê â ñèëó óñëîâèé òåîðèÿ T íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåçà-
âèñèìîñòè, òî ïî òåîðåìå 1 îíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñòðîãîãî ïîðÿäêà âíóòðè ñå÷åíèÿ. Ïóñòü
ôîðìóëà ϕ(x; ȳ) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñòðîãîãî ïîðÿäêà âíóòðè ñå÷åíèÿ s = s〈C,D〉 íåêîòîðîé äî-
ñòàòî÷íî íàñûùåííîé ìîäåëèM òåîðèè T . Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîðòåæåé ān, ãäå n < ω,
áóäåò òàêîé, ÷òî

s(x) ` ϕ(x; āi)→ ϕ(x; āj) äëÿ ëþáûõ i < j < ω

Îïðåäåëèì ôîðìóëó

ψ(x, āi, āi+1) := ¬ϕ(x, āi) ∧ ϕ(x, āj)

Òîãäà ôîðìóëà ψ(x, āi, āi+1) ñîâìåñòíà ñ ñå÷åíèåì s ïðè êàæäîì i < ω, íî ïðè ýòîì äàííîå
ìíîæåñòâî ôîðìóë ïîïàðíî íåñîâìåñòíî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 1. �

Òå î ð åì à 3 Ñóùåñòâóåò óïîðÿäî÷åííî ñòàáèëüíàÿ òåîðèÿ, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ äï-

ìèíèìàëüíîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòàðíóþ òåîðèþ T ãðóïïû (R, <,+, 0, Q), â êîòîðîé îäíî-
ìåñòíûé ïðåäèêàò Q ïðîèíòåðïðåòèðîâàí ìíîæåñòâîì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà
òåîðèÿ íå ÿâëÿåòñÿ äï-ìèíèìàëüíûé â ñèëó ëåììû 1, òàê êàê êëàññ ñìåæíîñòè Q+r ôîðìóëåí
è ñîâìåñòåí ñ ëþáûì ñå÷åíèåì êàêèì áû íè áûëî âåùåñòâåííîå ÷èñëî r. Â ðàáîòå [6] áûëî äîêà-
çàíî, ÷òî ýòà òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííî ñòàáèëüíîé. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ñëåäóåò
èç òîãî, ÷òî òåîðèÿ T äîïóñêàåò ýëèìèíàöèþ êâàíòîðîâ. �

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Adler H. Strong theories, burden, and weight, preprint, 2007.

[2] Goodrick J. A monotonicity theorem for dp-minimal densely ordered groups // The Journal of
Symbolic Logic, V. 75, N 1, 2010. P. 221�238.

[3] Onshuus A., Usvyatsov A. On dp-minimality, strong dependence, and wight, submitted, 2008.

[4] Áàéæàíîâ Á., Âåðáîâñêèé Â. Óïîðÿäî÷åííî ñòàáèëüíûå òåîðèè // ïîäàíî â ïå÷àòü, 2010.

[5] Âåðáîâñêèé Â. Î çàâèñèìîñòè óïîðÿäî÷åííî ñòàáèëüíûõ òåîðèé // Âåñòíèê èíæåíåðíîé

àêàäåìèè Ðåñïóáëèêè Êàçàõñòàí. 2008. N. 1, Ñ. 16�20.

[6] Âåðáîâñêèé Â. Êðèòåðèé óïîðÿäî÷åííîé ñòàáèëüíîñòè çàâèñèìîé òåîðèè // Âåñòíèê Êà-
ðàãàíäèíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. 2008. N. 2, Ñ. 16�23.

[7] Âåðáîâñêèé Â. Óïîðÿäî÷åííî ñòàáèëüíûå ãðóïïû // Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû. 2010. Â
ïå÷àòè.



Äï-ìèíèìàëüíûå è óïîðÿäî÷åííî ñòàáèëüíûå óïîðÿäî÷åííûå ñòðóêòóðû 5

Dp-minimal and o-stable ordered structures Viktor Verbovskiy
Abstract In the paper I prove that a dp-minimal theory with total order is o-stable.
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